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Àííîòàöèÿ

Ãîëîìîðôíàÿ ñóïåðýêñïîíåíòà (òåòðàöèÿ) ïî îñíîâàíèþ e è åå îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ

(àðêòåòðàöèÿ) àïïðîêñèìèðîâàíû ýëåìåíòàðíûìè ôóíêöèÿìè.

1 Ââåäåíèå

Òåòðàöèÿ èëè ñóïåðýêñïîíåíòà îïðåäåëÿåòñÿ êàê ãîëîìîðôíîå ðåøåíèÿ F óðàâíåíèÿ

F (z+1) = expb

(
F (z)

)
. (1)

Òàêîå óðàâíåíèå ðàññìàòðèâàëîñü ñ 1950õ ãîäîâ [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9]; â ÷àñòíîñòè, äëÿ
�íàòóðàëüíîãî"îñíîâàíèÿ b=e. Òåðìèí �ñóïåðýêñïîíåíòà�, èëè sexp, óêàçûâàåò íà òî, ÷òî
ôóíêöèÿ F ÿâëÿåòñÿ ñóïåðôóíêöèåé [8, 10] îò ýêñïîíåíòû.

Âîîáùå ãîâîðÿ, äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè H, êîòîðóþ ìîæíî íàçâàòü ïåðåäàòî÷íîé

ôóíêöèåé [10], ñóïåðôóíêöèÿ F åñòü ãîëîìîðôíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

F (z+1) = H(F (z)) . (2)

Óðàâíåíèå (1) ÿâëÿåòñÿ ñïåöèàëüíûì ñëó÷àåì óðàâíåíèÿ (2) äëÿ H = expb. Ïðè ýòîì
óìíîæåíèå ÿâëÿåòñÿ ñóïåðôóíêöèåé ñëîæåíèÿ (ïðèáàâëåíèÿ êîíñòàíòû), ýêñïîíåíòà ÿâëÿ-
åòñÿ ñóïåðôóíêöèåé îò óìíîæåíèÿ íà êîíñòàíòó, à ðåøåíèå F óðàâíåíèÿ (1) ÿâëÿåòñÿ
ñóïåðôóíêöèåé îò ýêñïîíåíòû, òî åñòü ñóïåðýêñïîíåíòîé.

Ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé ñóïåðýêñïîíåíòû F , ãîëîìîðôíîé õîòÿ áû â ïðàâîé ÷àñòè êîì-
ïëåêñíîé ïëîñêîñòè, ÿ íàçûâàþ �òåòðàöèåé�, F = tetb, åñëè ýòà ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò
äîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ

F (0) = 1 . (3)

×åòûðå ïðèìåðà òàêèõ ôóíêöèé ïîêàçàíû íà ðèñóíêå 1 äëÿ b =
√

2, b = exp(1/e), b = 2 è
b=e.

Òåòðàöèÿ tetb(z) ìîæåò èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ êàê ðåçóëüòàò z-êðàòíîãî ýêñïîíåíöèðî-
âàíèÿ åäèíèöû, ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ öåëûõ çíà÷åíèé z:

tetb(z) = expb

(
expb

(
.. expb(1)..

))︸ ︷︷ ︸
z exponentiations

(4)
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Ðèñ. 1: Òåòðàöèÿ tetb(x) ïî îñíîâàíèþ b=e (òîëñòàÿ ñïëîøíàÿ), b=2 (ïóíòèð), b=exp(1/e)
(òîíêàÿ ñïëîøíàÿ) è b=

√
2 (òî÷êîâàÿ) êàê ôóíêöèÿ x.
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Èìÿ �òåòðàöèÿ� óêàçûâàåò, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ÷åòâåðòûì ýëåìåíòîì â ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ôóíêöèé (++, ïðèáàâëåíèå êîíñòàíòû, óìíîæåíèå íà êîíñòàíòó, ýêñïîíåíòà,
òåòðàöèÿ, ïåíòàöèÿ,..), ãäå êàæäûé ýëåìåíò (êðîìå íóëåâîãî) ÿâëÿåòñÿ ñóïåðôóíêöèåé ïî
îòíîøåíèþ ê ïðåäûäóùåìó, è ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé ïî îòíîøåíèþ ê ïîñëåäóþùåìó.
Ôèçè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ àïïàðàòà ñóïåðôóíêöèé, êîòîðûå îáîñíîâûâàþò èñïîëüçîâàíèå
òåðìèíà �ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ�, ïðåäëîæåíû â ðàáîòàõ [7, 10].

Äëÿ êîìïëåêñíûõ çíà÷åíèé àðãóìåíòà, ñëåäóåò àïïðîêñèìèðîâàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(1). Ñïîñîá àïïðîêñèìàöèè çàâèñèò îò b. Ïðè 1 < b ≤ exp(1/e), ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ
òàê íàçûâàåìàÿ ðåãóëÿðíàÿ èòåðàöèÿ (regular iteration) äëÿ ñîîòâåòñâóþùåé ôóíêöèè
Øð¼äåðà [2, 3, 4, 5, 6, 8]; ïðè á�oëüøèõ çíà÷åíèÿõ b, òåòðàöèÿ ìîæåò âû÷èñëÿòüñÿ ÷åðåç
èíòåãðàë Êîøè [7, 9]. Ýòè ïðåäñòàâëåíèÿ èñïîëüçîâàëèñü ïðè ïîñòðîåíèè ðèñóíêà 1.

Äëÿ b > exp(1/e), ðåøåíèå ìîæíî âû÷èñëÿòü ÷åðåç êîíòóðíûé èíòåãðàë [7], ïðåäïîëà-
ãàÿ, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ ãîëîìîðôíà íà ìíîæåñòâå

C = C \ {x ∈ R : x ≤ −2} . (5)

Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ïðîçâîëÿåò âûðàçèòü ïðîèçâîäíóþ tet′ è âû÷èñëÿòü îáðàòíóþ ôóíê-
öèþ, òî åñòü, àðêòåòðàöèþ ate = tet−1. Äëÿ òàêîé îáðàòíîé ôóíêöèè ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ
îáîçíà÷åíèå �ñóïåðëîãàðèôì�, slog, õîòÿ tet−1 è íå ÿâëÿåòñÿ ñóïåðôóíêöèåé îò ëîãàðèôìà.

Àðêòåòðàöèÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

ate
(
exp(z)

)
= ate(z) + 1 (6)

Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ate, áèãîëîìîðôíîãî íà ìíîæåñòâå

G = {z ∈ C : <(z) ≥ <(L); |z| < |L|} (7)

èññëåäóåòñÿ â ðàáîòàõ [7, 9]. Çäåñü L≈0.318+1.337i åñòü ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà ëîãàðèôìà, òî
åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ L=log(L). Â ÿçûêe ïðîãðàììèðîâàíèÿ Maple, êîíñòàíòà L ìîæåò
áûòü ïðåäñòâëåíà êàê conjugate(-LambertW(-1)); a â ÿçûêå Mathematica ýòà êîíñòàíòà
âûðàæàåòñÿ êàê Conjugate[-ProductLog[-1]].

Â ýòîé ñòàòüå ÿ ïðåäëàãàþ íåñëîæíóþ àïïðîêñèìàöèþ ôóíêöèé tet è ate, êîòîðàÿ
ìîãóò áûòü ïðîòîòèïîì äëÿ èõ ÷èñëåííîãî complex < double > ïðåäñòàâëåíèÿ. Çäåñü
ÿ ðàññìàòðèâàþ òîëüêî ñëó÷àé b = e; log = ln = loge è H = exp = expe. Òåòðàöèÿ ïðè
äðóãèõ çíà÷åíèÿõ îñíîâàíèÿ b>e1/e ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. Íèæå
ïðåäëàãàåòñÿ àïïðîêñèìàöèÿ äëÿ ôóíêöèè tet = tete ïîêàçàííîé íà ðèñóíêå 1 òîëñòîé
ñïëîøíîé êðèâîé; íî ýòà àïïðîêñèìàöèÿ íå îãðàíè÷èâàåòñÿ âåùåñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè
àðãóìåíòà.

2 Ñâîéñòâà ôóíêöèé tet è ate

Õîðîøàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ôóíêöèè äîëæíà ó÷èòûâàòü åå àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà.
Â ýòîé ñåêöèè îáñóæäàþòñÿ ñâîéñòâà ôóíêöèé f = tet(z) è f = ate(z), ñëåäóþùèå èç
èõ ïðåäñòâëåíèÿ ÷åðåç êîíòóðíûé èíòåãðàë [7]. Ïîâåäåíèå ôóíêöèé f = tet(z) è f =
ate(z) â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè z ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 2 ñ ïîìîùüþ ëèíèé p = <(f) =
const è q = =(f) = const. Óðîâíè öåëûõ çíà÷åíèåé p è q ïîêàçàíû òîëñòûìè òåìíûìè
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Ðèñ. 2: Ôóíêöèè f = tet(z) è f = ate(z) â êîìïëåêñíîé z-ïëîñêîñòè. Ëèíèè ïîêàçûâàþò
óðîâíè p=<(f)=const è q==(f)=const.
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ëèíèÿìè. Òîëñòûå ñâåòëûå ëèíèè ïîêàçûâàþò óðîâíè p=<(L) è |q|==(L). Òîíêèå ëèíèè
ïîêàçûâàþò ïðîìåæóòî÷íûå óðîâíè. Çàòåíåííûé ñåðï ïîêàçûâàåò îáëàñòü G ïî ôîðìóëå
(7). Âåðõíèé óãîë ýòîãî ñåðïà åñòü L, à íèæíèé L∗. Çàòåíåííàÿ ïîëîñà ïîêàçûâàåò äîìåí
ate(G).

Ôóíêöèÿ tet èìååò òî÷êó âåòâëåíèÿ −2 è ðàçðåç âäîëü âåùåñòâåííîé îñè äî −∞.
Ïîëîæåíèå ýòîãî ðàçðåçà ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèþ âåùåñòâåííîñòè ôóíêöèè, òî åñòü tet(z∗)=
tet(z)∗.

Ôóíêöèÿ ate èìååò äâå òî÷êè âåòâëåíèÿ, è íåîáõîäèìî âûáðàòü ïîëîæåíèå ëèíèé
ðàçðåçà. Â ðàáîòå [7], ëèíèè ðàçðåçà ñîîòâåòñòâóþò óðîâíþ <(ate(z)) = −2 (ñì. ðèñóíèê 8
â [7]); ïðè ýòîì ðàçðåçû �íàêðó÷èâàþòñÿ� âîêðóã òî÷åê âåòâëåíèÿ, è âû÷èñëåíèå ïîëîæå-
íèé ýòèõ ðàçðåçîâ çàìåäëÿåò àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ àðêòåòðàöèè. Ïîýòîìó â ýòîé ðàáîòå
ëèíèè ðàçðåçà ïîìåùåíû âäîëü ïðÿìûõ, ïàðàëëåëüíûõ âåùåñòâåííîé îñè.

Ôóíêöèÿ tet àñèìïòîòè÷åñêè ïðèáëèæàåòñÿ ê ñâîèì ïðåäåëüíûì çíà÷åíèÿì L â âåðõíåé
ïîëóïëîñêîñòè è L∗ â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè. Ýòî ïðèáëèæåíèå âèäíî íà ðèñóíêå 2 â
òîé ÷àñòè, ãäå ëèíèè p = <(L) ïî÷òè ïàðàëëåëüíû ëèíèÿì q = =(L). Ñòðåìëåíèå ê
çíà÷åíèþ L ýêñïîíåíöèàëüíîå [7]. Àïðîêñèìàöèÿ òåòðàöèè tet(z) ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ
=(z) äîëæíà èñïîëüçîâàòü ýòî ñâîéñòâî. Â ëåâîé ÷àñòè êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, à òàêæå
âáëèçè âåùåñòâåííîé îñè, êðîìå óðàâíåíèÿ (1), ôóíêöèÿ f = tet óäîâëåòâîðÿåò òàêæå
�îáðàòíîìó� ñîîòíîøåíèþ, òî åñòü

log(f(z+1)) = f(z) , ∀ z ∈ C : |=(f(z))| < π. (8)

Óðàâíåíèÿ (1) è (8) óïðîùàþò àïïðîêñèìèðîâàíèå ôóíêöèè. Äëÿ ÷èñëåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
òåòðàöèè, äîñòàòî÷íî àïðîêñèìèðîâàòü ýòó ôóíêöèþ â íåêîòîðîé ñâÿçíîé îáëàñòè êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè, êîòîðàÿ ïðîñòèðàåòñÿ îò −i∞ äî i∞ òàê, ÷òî øèðèíà åå ñå÷åíèÿ ïðè êàæäîì
çíà÷åíèè =(z) =const ïðåâûøàåò åäèíèöó. Ýòà îáëàñòü ìîæåò ÷àñòè÷íî ïåðåêðûâàòüñÿ ñ
èçîáðàæåíèåì tet(G) äîìåíà G. Â ÷àñòíîñòè, ýòîò ðàéîí ìîæåò áûòü ïîëîñêîé |<(z)| ≤
1/2, èñïîëüçîâàííîé â ðàáîòå [7]; íî ìîæåò áûòü è �àëüòåðíàòèâíîé ïîëîñêîé� −1≤<(z)≤0,
ïðåäëîæåííîé äëÿ ïðîâåðêè àïïðîêñèìàöèè. Àíàëîãè÷íî, äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèè
ate, äîñòàòî÷íî àïïðîêñèìèðîâàòü åå â íåêîòîðîé îáëàñòè, êîòîðàÿ ïðîñòèðàåòñÿ îò L∗

äî L òàê, ÷òî ýêñïîíåíòà îò ëåâîãî êðàÿ îáëàñòè ïîïàäàåò âíóòðü îáëàñòè (èëè, õîòÿ áû,
íà ïðàâûé êðàé ýòîé îáëàñòè). Íèæå, ÿ ïðåäëàãàþ òàêèå àïïðîêñèìàöèè, ïîñòðîåíûå íà
îñíîâå äèñêðåòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ýòèõ ôóíêöèé ÷åðåç êîíòóðíûé èíòåãðàë [7].

3 ×èñëåííîå ïðåäñòàâëåíèå òåòðàöèè: �ma

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îòëè÷àòü ôóíêöèè tet è ate îò èõ àïïðîêèìàöèé, ÿ äàþ ñïåöèàëüíîå
èìÿ êàæäîé àïïðîêñèìàöèè. Àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè tet ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ìíèìîé
÷àñòè àðãóìåíòà ïîëó÷àåòñÿ èç àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ

tet(z) = L +
∑
n,m

Am,n exp (Lnz + αmz) (9)

Ïîäñòàâëÿÿ òàêîå ðàçëîæåíèå â óðàâíåíèå (1) è ñ÷èòàÿ exp(Lz) ìàëûì ïàðàìåòðîì, ïî-
ëó÷àþ çíà÷åíèå α = 2πi, è óðàâíåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ A.
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Ó÷åò âñåãî íåñêîëüêèõ ñëàãàåìûõ â ðàçëîæåíèè (9) äàåò àñèìïòîòè÷åñêóþ àïïðîêñè-
ìàöèþ, íàçîâó åå �ma (Fast approximation at large IMaginary part of the Argument):

fima(z) =
N∑

n=0

anε
n + βε exp(2πiz) , (10)

ãäå ìàëûé ïàðàìåòð

ε = exp(Lz+R) , (11)

à êîýôôèöèåíòû

a0 = L ≈ 0.3181315052047641353 + 1.3372357014306894089 i (12)

a1 = 1 (13)

a2 =
1/2

L− 1
≈ −0.1513148971556517359− 0.2967488367322413067 i (14)

a3 =
a2 + 1/6

L2 − 1
=

2 + L

6(L−1)(L2−1)
≈−0.03697630940906762+0.09873054431149697 i (15)

a4 =
6 + 6L + 5L2 + L3

24(L−1)3(L+1)(L2+L+1)
≈ 0.0258115979731401398−0.017386962126530755 i (16)

a5 =
24+36L+46L2+40L3+24L4+9L5+L6

120(L−1)4(L+1)2(1+L +2L2+L3+L4)
≈ −0.0079444196 + 0.00057925018 i (17)

Ïàðàìåòð R ââîäèòñÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëîæèòü a1 = 1 , îáåñïå÷èâàÿ íåñëîæíûå âûðàæå-
íèÿ è äðóãèõ êîýôôèöèåíòîâ a ÷åðåç ñòàöèîíàðíûå çíà÷åíèå L ëîãàðèôìà. Ïàðàìåòð R
ÿâëÿåòñÿ òàêèì êîìïëåêñíûì ÷èñëîì, ÷òî, ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ <(z) è áîëüøèõ
çíà÷åíèÿõ =(z) � 1,

tet(z) = L + exp(LZ+R) +O
(
exp(2Lz)

)
. (18)

Óâåëè÷åíèå êîëè÷åñòâà ñëàãàåìûõ â ïîëèíîìå (10) è äîáàâëåíèå ïîëèíîìîâ îò ε ñ
ìíîæèòåëÿìè exp(2πiz), exp(4πiz), etc. ìîæåò óëó÷øèòü àïïðîêñèìàöèþ, íî äëÿ àëãîðèòìà
ñ 14 äåñÿòè÷íûìè çíàêàìè, îïèñàííîãî íèæå, äîñòàòî÷íî â ñóììå (10) âçÿòü 6 ñëàãàåìûõ,
ïîëàãàÿ N =5, è ó÷åñòü îäíî-åäèíñòâåííîå äîïîëíèòåëüíîå ñëàãàåìîå, ïðîïîðöèîíàëüíîå
exp(2πiz).

ß îöåíèâàþ ïàðàìåòðû R è β, àïïðîêñèìèðóÿ ÷èñëåííîå ðåøåíèå [7]:

R ≈ 1.0779614375280− 0.94654096394782 i (19)

β ≈ 0.12233176− 0.02366108 i . (20)

Ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ýòè çíà÷åíèÿ àïïðîêñèìèðóþò ôóíäàìåíòàëüíûå ìàòåìàòè÷åñêèå
êîíñòàíòû. Ïðèáëèæåíèå �ma ïî ôîðìóëå (10) ïîêàçàíî íà âåðõíåì ãðàôèêå ðèñóíêà 3 â
òåõ æå îáîçíà÷åíèÿõ, ÷òî è íà ðèñóíêå 2. Â íèæíåé ÷àñòè ðèñóíêà 3 ïîêàçàíî ñîãëàñèå

D0 = − lg
∣∣∣ exp

(
fima(z+1)

)
− fima(z)

∣∣∣ . (21)
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Ðèñ. 4: Ïðèáëèæåíèå f = naiv(z) ôóíêöèè tet ïî ôîðìóëå (22), ñëåâà; ñîãëàñèÿ D1 è D2

ïî ôîðìóëàì (23) è (24), öåíòðàëüíûé è ïðàâûé ãðàôèêè.

Ýòà ôóíêöèÿ âûðàæàåò íåâÿçêó ïðè ïîäñòàíîâêå F → fima â óðàâíåíèå (1). Óðîâåíü
D = 1 ïîêàçàí î÷åíü òîëñòîé ñâåòëîé, ñàìîé íèæíåé ëèíèåé; óðîâíè D = 2, 4, 6 ïîêàçàíû
òîíêèìè ÷åðíûìè ëèíèÿìè; óðîâíè D =10, 12, 14 ïîêàçàíû òîëñòûìè ëèíèÿìè. Ôóíêöèÿ
ñîãëàñèÿ óêàçûâàåò, ñêîëüêî âåðíûõ äåñÿòè÷íûõ öèôð ìîæíî îæèäàòü ïîëó÷èòü â ýòîì
ïðèáëèæåíèè. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ çíà÷åíèé àðãóìåíòà íàä âñåìè ïðîâåäåííûìè ëèíèÿìè,
ìîæíî îæèäàòü ïîëó÷èòü ïî êðàéíåé ìåðå 14 êîððåêòíûõ äåñÿòè÷íûõ çíàêîâ, â òî âðåìÿ
êàê äëÿ çíà÷åíèé ïîä íèæíåé ñàìîé òîëñòîé ëèíèåé, äàæå ïåðâûé äåñÿòè÷íûé çíàê òàêîãî
ïðîáëèæåíèÿ ñîìíèòåëåí.

Âìåñòå ñ �ñîïðÿæåííûì� ïðèáëèæåíèåì fima(z∗)∗, àïïðîêñèìàöèÿ (10) ïîêðûâàåò
çíà÷èòåëüíóþ ÷àñòü êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, íî íå ãîäèòñÿ âáëèçè âåùåñòâåííîé îñè.

4 Àïïðîêñèìàöèÿ ôóíêöèè sexp: ðàçëîæåíèå â íóëå

Ðÿä Òýéëîðà èìååò ðàäèóñ ñõîäèìîñòè, ðàâíûé ðàññòîÿíèþ îò òî÷êè ðàçëîæåíèÿ äî
áëèæàéøåé ñèíãóëÿðíîñòè. Â ñëó÷àå òåòðàöèè, êîíå÷íàÿ ñóììà ðÿäà Ìàêëîðåíà äàåò
ïðèáëèæåíèå

naiv(z) =
N−1∑
n=0

cnz
n , tet(z) = naiv(z) +O(zN) (22)

êîòîðîå àïïðîêñèìèðóåò sexp ïðè |z| < 2. Àïïðîêñèìàöèÿ ñ N = 10 ïîêàçàíà íà ðèñóíêå
4; èñïîëüçîâàí ãåíåðàòîð [11]. Àïïðîêñèìàöèè ïåðâûõ êîýôôèöèåíòîâ cn ïðåäñòàâëåíû â
ïåðâîì ñòîëáöå òàáëèöû 1. Íóëåâîé ñòîëáåö òàáëèöû 1 óêàçûâàåò íîìåð n êîýôôèöèåíòà,
ïåðâûé ñòîëáåö óêàçûâàåò çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà cn â ôîðìóëå (22).

Òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè (22) ìîæåò áûòü îõàðàêòåðèçîâàíà ôóíêöèÿìè ñîãëàñèÿ

D1 = − lg
∣∣ exp(naiv(z−1))− naiv(z)

∣∣ and (23)

D2 = − lg
∣∣ log(naiv(z+1))− naiv(z)

∣∣ (24)

Ýòè ôóíêöèè ïîñòðîåíû íà öåíòðàëüíîì è ïðàâîì ãðàôèêàõ ðèñóíêà 4. Çíàê �15�
óêàçûâàåò îáëàñòü, ãäå ñîãëàñèå áîëüøå 14. Ðèñóíîê óêàçûâàåò, ÷òî ïðè |z| ≤ 1, òàêàÿ
êîíå÷íàÿ ñóììà ðÿäà Òýéëîðà äàåò ïîðÿäêà 15 çíà÷àùèõ öèôð.
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Òàáëèöà 1. Ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ â ðàçëîæåíèÿõ (22), (25) è (29).
n cn sn <(tn) =(tn)
0 1.00000000000000 0.30685281944005 0.37090658903229 1.33682167078891
1 1.09176735125832 0.59176735125832 0.01830048268799 0.06961107694975
2 0.27148321290170 0.39648321290170 −0.04222107960160 0.02429633404907
3 0.21245324817626 0.17078658150959 −0.01585164381085 −0.01478953595879
4 0.06954037613999 0.08516537613999 0.00264738081895 −0.00657558130520
5 0.04429195209047 0.03804195209047 0.00182759574799 −0.00025319516391
6 0.01473674209639 0.01734090876306 0.00036562994770 0.00028246515810
7 0.00866878181723 0.00755271038865 0.00002689538943 0.00014180498091
8 0.00279647939839 0.00328476064839 −0.00003139436775 0.00003583704949
9 0.00161063129058 0.00139361740170 −0.00001376358453 −0.00000183512708
10 0.00048992723148 0.00058758348148 −0.00000180290980 −0.00000314787679
11 0.00028818107115 0.00024379186661 0.00000026398870 −0.00000092613311
12 0.00008009461254 0.00010043966462 0.00000024961828 −0.00000013664223
13 0.00005029114179 0.00004090111776 0.00000007899707 0.00000003171468
14 0.00001218379034 0.00001654344436 0.00000000637479 0.00000002270476
15 0.00000866553367 0.00000663102846 −0.00000000341142 0.00000000512289
16 0.00000168778232 0.00000264145664 −0.00000000162203 0.00000000031619
17 0.00000149325325 0.00000104446533 −0.00000000038743 −0.00000000027282
18 0.00000019876076 0.00000041068839 −0.00000000001201 −0.00000000013440
19 0.00000026086736 0.00000016048059 0.00000000002570 −0.00000000002543
20 0.00000001470995 0.00000006239367 0.00000000000935 0.00000000000045
21 0.00000004683450 0.00000002412797 0.00000000000170 0.00000000000186
22 −0.00000000154924 0.00000000928797 −0.00000000000005 0.00000000000071
23 0.00000000874151 0.00000000355850 −0.00000000000016 0.00000000000012
24 −0.00000000112579 0.00000000135774 −0.00000000000005 −0.00000000000001
25 0.00000000170796 0.00000000051587 −0.00000000000001 −0.00000000000001
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Ðèñ. 5: Ôóíêöèÿ f = maclo(z) ïî ôîðìóëå (25) ïðè N = 101 â êîìïëåêñíîé z-ïëîñêîñòè,
ñëåâà; ñîãëàñèÿ D3 è D4 ïî ôîðìóëàì (27) è (28), öåíòð è ñïðàâà.

×òîáû ðàñøèðèòü îáëàñòü àïïðîêñèìàöèè, èìååò ñìûñë �âûêëþ÷èòü� ñèíãóëÿðíîñòü â
òî÷êå−2, ðàñêëàäûâàÿ ôóíêöèþ tet(z)−log(z+2) âìåñòî ôóíêöèè tet(z). Òàêîå ðàçëîæåíèå
äàåò ïðèáëèæåíèå

maclo(z) = log(z+2) +
N−1∑
n=0

snz
n ; (25)

tet(z) = maclo(z) +O(zN) . (26)

Íàçâàíèå maclo ( MAClaurin expansion with LOgarithm) óêàçûâàåò, ÷òî èñïîëüçîâàíî ðàç-
ëîæåíèå Ìàêëîðåíà è ëîãàðèôì. Ïðèáëèæåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ïðåäñòàâëå-
íû âî âòîðîì ñòîëáöå òàáëèöû 1.

Ôóíêöèÿ maclo ïîêàçàíà íà ðèñóíêå 5 äëÿ N = 101. Ïðè ïîñòðîåíèè èñïîëüçîâàí
ãåíåðàòîð [12]. Îáëàñòü àïïðîêñèìàöèè òåòðàöèè ôóíêöèåé maclo øèðå, ÷åì â ñëó÷àå
íåïîñðåäñòâåííîãî ðàçëîæåíèÿ òåòðàöèè â íóëå. Â ïðàâîé ÷àñòè òîãî æå ðèñóíêà 5, ïîêàçàíû
òàêæå ñîãëàñèÿ

D3 = − lg
∣∣∣ exp

(
maclo(z+1)

)
−maclo(z)

∣∣∣ (27)

D4 = − lg
∣∣∣ log

(
maclo(z−1)

)
−maclo(z)

∣∣∣ (28)

Â öåíòðàëüíîé ÷àñòè, íåâÿçêè ïðè ïîäñòàíîâêå tet → maclo â óðàâíåíèÿ (1), (8) èìåþò
ïîðÿäîê âåëè÷èíû 10−15.

5 Ðàçëîæåíèå Òýéëîðà ôóíêöèè tet â òî÷êå 3i.

Â ýòîé ñåêöèè ïðåäëîæåíî ðàçëîæåíèå Òýéëîðà ôóíêöèè tet(z) â òî÷êå z =3i; íàçîâó
òàêóþ àïïðîêñèìàöèþ �tai� (TAylor expansion centered at at the Imaginary axis):

tai(z) =
N−1∑
n=0

tn (z−3)n (29)
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Ðèñ. 6: Ôóíêöèÿ f = tai(z) ïî ôîðìóëå (29) ïðè N = 51 â êîìïëåêñíîé z-ïëîñêîñòè è
ñîãëàñèå D5 ïî ôîðìóëå (30).

Êîýôôèöèåíòû ýòîãî ðàçëîæåíèÿ îöåíåíû â ïîñëåäíèõ äâóõ ñòîëáöàõ òàáëèöû 1. Äëÿ
N = 51, ôóíêöèÿ tai ïîñòðîåíà íà ðèñóíêå 6. Ðèñóíîê ïîñòðîåí ñ ïîìîùüþ ãåíåðàòîðà
[13]. Ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (1), (8) õàðàêòåðèçóåòñÿ ñîãëàñèåì

D5 = − lg | log(tai(z+1))− tai(z)| . (30)

Ýòî ñîãëàñèå ïîñòðîåíî â ïðàâîé ÷àñòè ðèñóíêà 6.
Âçàèìíîå ñîãëàñèå àïïðîêñèìàöèé ìîæåò áûòü õàðàêòåðèçîâàíî ôóíêöèÿìè

D6 = − lg |fima(z)− tai(z)| (31)

D7 = − lg |maclo(z)− tai(z)| (32)

Ýòè ôóíêöèè ïîêàçàíû íà ðèñóíêå 7. Â öåíòðàëüíûõ îáëàñòÿõ íåâÿçêà íå ïðåâûøàåò
10−14. Íà îñíîâå ðèñóíêà 7, ÿ ïðåäëàãàþ ñëåäóþùóþ àïïðîêñèìàöèþ:

fse(z) =


fima(z) , 4.5 < =(z)
tai(z) , 1.5 < =(z) ≤ 4.5

maclo(z) , −1.5 ≤ =(z) ≤ 1.5
tai(z∗)∗ , −4.5 ≤ =(z) < −1.5

fima(z∗)∗ , =(z) < −4.5

(33)

Ýòó àïïðîêñîìàöèþ èíòåðåñíî ñðàâíèòü ñ ðåçóëüòàòàìè, îïóáëèêîâàííûìè ðàíåå. Íèæå
àíàëèçèðóåòñÿ îòêëîíåíèå fse(z) − F4(z), ãäå F4(z) åñòü àïïðîêñèìàöèÿ, ïîëó÷åííàÿ ñ
ïîìîùüþ êîíòóðíîãî èíòåãðàëà [7]. Â ëåâîé ÷àñòè ðèñóíêà 8 ïîêàçàíî ñîãëàñèå

D8 = − lg
∣∣fse(z)− F4(z)

∣∣ (34)

àïïðîêñèìàöèè fse ñ àïïðîêñèìàöèåé F4 òåòðàöèè ÷åðåç êîíòóðíûé èíòåãðàë [7]. Ðèñóíîê
8 âûÿâëÿåò äåôåêòû êàæäîé èç àïïðîêñèìàöèé. Ñêà÷êè ïðè =(z) = 1.5 è ïðè =(z) = 2.5
âûçâàíû ïåðåõîäîì îò ôóíêöèè maclo ê ôóíêöèè tai è îò ôóíêöèè tai ê ôóíêöèè fima â
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Ðèñ. 7: Ñîãëàñèå D = D6 ïî ôîðìóëå (29) è ñîãëàñèå D = D7 ïî ôîðìóëàì (31), (32) â
êîìïëåêñíîé z-ïëîñêîñòè.
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Ðèñ. 8: Ñîãëàñèå D = D8 ïî ôîðìóëå (34), ñëåâà; àíàëîãè÷íîå ñîãëàñèå äëÿ êîíòóðíîãî
èíòåãðàëà ñî ñäâèíóòîé íà −0.5 áàçîâîé îáëàñòüþ .
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êîìáèíàöèè FSE. Ñêà÷êè ïðè ïîëóöåëûõ çíà÷åíèÿõ <(z) âûçâàíû ðàçðûâàìè ôóíêöèè
F4, êîòîðàÿ ðàñøèðÿåò íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå, ñïðàâåäëèâîå äëÿ |<(z)| < 1, èñïîëüçóÿ
|<(z)| ≤ 1/2 â êà÷åñòâå áàçîâîãî èíòåðâàëà. Îøèáêè îêðóãëåíèÿ ïðèâîäÿò íåðåãóëÿðíîé
ñòðóêòóðå. Âíóòðè ïîëîñêè |<(z)| < 1.5, âçàèìíûå îòêëîíåíèÿ ýòèõ òðåõ àïïðîêñèìàöèé
èìåþò ïîðÿäîê âåëè÷èíû 10−14.

Â ïðàâîé ÷àñòè ôèãóðû 8 ïîñòðîåíî ñîãëàñèå äëÿ ôóíêöèè F5, êîòîðàÿ àíàëîãè÷íà
ôóíêöèè F4, íî áàçîâûé èíòåðâàë ñäâèíóò íà −1/2. Àïïðîêñèìàöèÿ F5 èìååò ñêà÷êè ïðè
öåëûõ çíà÷åíèÿõ âåùåñòâåííîé ÷àñòè. Ýòè ñêà÷êè òîæå ìàëû; ñîãëàñèå âî âñÿêîì ñëó÷àå
íå õóæå, ÷åì äëÿ ôóíêöèè F4.

Òàêèì îáðàçîì, ðàçëè÷èå àïïðîêñèìàöèé èìååò ïîðÿäîê âåëè÷èíû 10−14. Íà îñíîâå
ðèñóíêîâ 7, 8, ÿ ïðåäëàãàþ ôèíàëüíóþ àïïðîêöèìàöèþ FSE (Fast Super Exponential)
òåòðàöèè tet:

FSE(z) =


FIMA(z) , 4.5 < =(z)
TAI(z) , 1.5 < =(z) ≤ 4.5

MACLO(z) , −1.5 ≤ =(z) ≤ 1.5
TAI(z∗)∗ , −4.5 ≤ =(z) < −1.5

FIMA(z∗)∗ , =(z) < −4.5

(35)

ãäå

FIMA =

{
fima(z) , =(z) > 4+0.2379<(z)

exp(FIMA(z−1)) , =(z) ≤ 4+0.2379<(z)
(36)

TAI =


tai(z) , |<(z)| ≤ 0.5

log(TAI(z+1)) , <(z) < −0.5
exp(TAI(z−1)) , <(z) > 0.5

(37)

MACLO =


tai(z) , |<(z)| ≤ 0.5

log(MACLO(z+1)) , <(z) < −0.5
exp(MACLO(z−1)) , <(z) > 0.5

(38)

Ýòà àïïðîêöèìàöèÿ äàåò ïî ìåíüøåé ìåðå 14 âåðíûõ äåñÿòè÷íûõ çíàêîâ ãîëîìîðôíîé
òåòðàöèè tet è ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè [7].

Íàñêîëüêî ÿ ìîãó ñóäèòü, ýòà àïïðîêñèìàöèÿ áûñòðåå è òî÷íåå âñåõ àïïðîêöèìàöèé
ãîëîìîðôíîé òåòðàöèè, ïóáëèêîâàâøèõñÿ ðàíåå. Áîëüøîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ ñîõðàíåíî â
àïïðîêñèìàöèÿõ (29) è (25) äëÿ òîãî, ÷òîáû îáåñïå÷èòü èõ õîðîøåå ïåðåêðûòèå íà ðèñóíêàõ
7 è 8. Íà êîíå÷íîé ñòàäèè èìïëåìåíòàöèè, êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ â àïïðîêñèìàöèÿõ ðÿäîâ
ìîæåò áûòü óìåíüøåíî áåç ïîòåðè òî÷íîñòè. Îñîáåííî ýòî îòíîñèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ òåòðàöèè
íà âåùåñòâåííîé îñè äîñòàòî÷íî îáåñïå÷èòü õîðîøóþ àïïðîêñèìàöèþ ôóíêöèè tet(z) äëÿ
|z| ≤ 1/2, ÷òî ñîñòàâëÿåò âñåãî ÷åòâåðòóøêó îò ðàäèóñà êðóãà, â êîòîðîì àïïðîêñèìàöèÿ
òåòðàöèè ôóíêöèåé maclo äàåò 14 çíàêîâ.

Ïî ïðîñüáàì êîëëåã àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ïåðåâåäåí ñ ÿçûêà C++ íà ÿçûê Mathe-
matica [14]. Â êà÷åñòâå âåðèôèêàöèè ýòîãî àëãîðèòìà, ïåðâàÿ, âòîðàÿ, òðåòüÿ è ÷åòâåðòàÿ
ïðîèçâîäíûå òåòðàöèè tet ïîñòðîåíû íà ðèñóíêå 9 êàê ôóíêöèè âåùåñòâåííîãî àðãóìåíòà;
ðàçóìååòñÿ, àëãîðèòì âû÷èñëÿåò ôóíêöèþ tet è åå ïðîèçâîäíûå òàêæå è îò êîìïëåêñíîãî
àðãóìåíòà.

Õîðîøåå ïåðåêðûòèå îáëàñòåé àïïðîêñèìàöèè òåòðàöèè tet ðàçëè÷íûìè àëãîðèòìàìè
ïîäòâåðæäàåò èõ ïðèãîäíîñòü. Âîçìîæíà íåêîòîðàÿ ïîòåðÿ òî÷íîñòè ïðè ìíîãîêðàòíîì
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Ðèñ. 9: Ïåðâûå ÷åòûðå ïðîèçâîäíûå îò f = tet(x) êàê ôóíöêèè âåùåñòâåíîãî x.
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Ðèñ. 10: Àïïðîêñèìàöèÿ fsl(z) ïî ôîðìóëå (42), ñëåâà, è ñîãëàñèÿ ïî ôîðìóëàì (44) è
(45); Îáëàñòü G ïî ôîðìóëå (7) çàòåíåíà.

ýêñïîíåíöèðîâàíèè, òðåáóþùåìñÿ äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé âåùåñòâåííîé ÷àñòè àðãóìåíòà.
Ñõîäñòâî çíà÷åíèé, ïîëó÷åíûõ ðàçíûìè ìåòîäàìè, óêàçûâàåò, ÷òî ïðè óìåðåííûõ çíà÷å-
íèÿõ âåùåñòâåííîé ÷àñòè àðãóìåíòà, âñå òðè àïïðîêñèìàöèè òåòðàöèè, òî åñòü FSL ïî
ôîðìóëå (35), F4 èç ðàáîòû [7] è åå ìîäèôèêàöèÿ F5 (ñì ðèñóíîê 8) èìåþò ïîãðåøíîñòü
ïîðÿäêà 10−14.

6 Àïïðîêñèìàöèÿ àðêòåòðàöèè ate

Àðêòåòðàöèÿ ate, òî åñòü îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ îò tet, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

ate(z) = ate(exp(z))− 1 (39)

ate(z) = ate(log(z)) + 1 (40)

ïî êðàéíåé ìåðå, ïîêà z ∈ G; è ate(1) = 0. Ýòà ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê
÷èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ tet(ate(z)) = z; îäíàêî òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ñóùåñòâåííî
ìåäëåííåå, ÷åì àïïðîêñèìàöèÿ ñ ïîìîùüþ ïîäõîäÿùèõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé.

Ïåðâàÿ (è íàèâíàÿ) ïîïûòêà ÷èñëåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèè ate, ýòî, åñòåñòâåííî,
ðàçëîæåíèå Òýéëîðà â åäèíèöå. Êîýôôèöèåíòû òàêîãî ðàçëîæåíèÿ ìîæíî íàéòè, îáðàùàÿ
ðÿä naiv ïî ôîðìóëå (22). Ðàäèóñ ñõîäèìîñòè òàêîãî îáðàùåííîãî ðÿäà |L| ≈ 1.5; è
àïïðîêñèìàöèÿ îñîáåííî ïëîõà â îêðåñòíîñòè ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê L è L∗ ëîãàðèôìà.

Ëó÷øå ðàçëîæèòü ôóíêöèþ

ate(z)− log(z−L)

L
− log(z−L∗)

L∗ (41)

â òî÷êå z=1. Òàêîå ðàçëîæåíèå âåäåò ê àïïðîêñèìàöèè

fsl(z) =
log(z−L)

L
+

log(z−L∗)

L∗ +
N−1∑
n=0

un(z−1)n ; (42)

ate(z) = fsl(z) +O
(
(z−1)N

)
(43)

Ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ ïåðâûõ êîýôôèöèåíòîâ u ýòîãî ðàçëîæåíèÿ ïðåäñòàâëåíû â
òàáëèöå 2. Àïïðîêñèìàöèÿ fsl ïðè N =70 ïðåäñòàâëåíà íà ðèñóíêå 10.

Ôîðìàëüíî, ðàçëîæåíèå Òýéëîðà ôóíêöèè (41) â òî÷êå z = 1 èìååò òîò æå ðàäèóñ
ñõîäèìîñòè, ÷òî è ðàçëîæåíèå Òýéëîðà ôóíêöèè ate. Îäíàêî ïðàêòè÷åñêè, ïðè ÷èñëåííîì
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Òàáëèöà 2. Êîýôôèöèåíòû un â ðàçëîæåíèè (42).
n un n un n un

0 1.41922521550451 10 0.00000003111805 20 0.00000000002293
1 −0.02606629029752 11 0.00000002940887 21 −0.00000000002462
2 0.00173304781808 12 −0.00000001896929 22 0.00000000000666
3 −0.00001952130725 13 0.00000000351784 23 0.00000000000322
4 −0.00006307006450 14 0.00000000204270 24 −0.00000000000354
5 0.00002567895998 15 −0.00000000171995 25 0.00000000000096
6 −0.00000559010027 16 0.00000000039882 26 0.00000000000051
7 −0.00000007279712 17 0.00000000019328 27 −0.00000000000055
8 0.00000065148872 18 −0.00000000019113 28 0.00000000000014
9 −0.00000027698138 19 0.00000000004947 29 0.00000000000009

ïðåäñòàâëåíèè ôóíêöèè, àïïðîêñèìàöèÿ (42) ñõîäèòñÿ ñóùåñòâåííî áûñòðåå, ÷åì íåïî-
ñðåäñòâåííîå ðàçëîæåíèå Òýéëîðà ôóíêöèè ate. Ôóíêöèÿ fsl àïïðîêñèìèðóåò ôóíêöèþ
ate äàæå íà ãðàíèöå êðóãà ñõîäèìîñòè ðÿäà, è, â ÷àñòíîñòè, âáëèçè êîíöîâ ñåðïà G ïî
ôîðìóëå (7), òî åñòü, âáëèçè òî÷åê L è L∗. Ôóíêöèÿ fsl èìååò òå æå òî÷êè âåòâëåíèÿ L è
L∗, ÷òî è ôóíêöèÿ ate, è òîæå ïðèíèìàåò áåñêîíå÷íûå çíà÷åíèÿ â ýòèõ òî÷êàõ.

×òîáû îöåíèòü íåâÿçêè ïðè ïîäñòàíîâêå ate → fsl â óðàâíåíèÿ (39), (40), ñîãëàñèÿ

DA = − lg
∣∣∣fsl( exp(z)

)
− 1− fsl(z)

∣∣∣ (44)

DB = − lg
∣∣∣fsl( log(z)

)
+ 1− fsl(z)

∣∣∣ (45)

ïîñòðîåíû íà öåíòðàëüíîì è ïðàâîì ãðàôèêàõ ðèñóíêà 10. Êàê è ðàíüøå, ñèìâîë �15�
óêàçûâàåò ðàéîí, ãäå ñîãëàñèå ëó÷øå ÷åòûðíàäöàòè.

Ðàéîí àïïðîêñèìàöèè ìîæåò áûòü ðàñøèðåí ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè

FSL(z)=


fsl(z) , |=(z)|<=(L) & |z−1|≤| log(z)−1| & |z−1|≤|exp(z)−1|

FSL(exp(z))−1 , |=(z)|<=(L) & |z−1|> | exp(z)−1|
FSL(log(z))+1 , |=(z)|≥=(L) or |z−1|> | log(z)−1|

(46)

Ñ ïîìîùüþ ðàñøèðåíèÿ (46), ôóíêöèÿ fsl ïîçâîëÿåò íàêðûòü âñþ êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü
îäíîé-åäèíñòâåííîé àïïðîêñèìàöèåé ýëåìåíòàðíîé ôóíêöèåé (42). ×òîáû ïðîâåðèòü âçà-
èìíîå ñîîòâåòñòâèå àïïðîêñèìàöèé FSE è FSL, ðàññìîòðèì ñîãëàñèÿ

Dc = − lg
∣∣∣FSL

(
FSE(z)

)
− z

∣∣∣ (47)

Dd = − lg
∣∣∣FSE

(
FSL(z)

)
− z

∣∣∣ (48)

Ýòè ñîãëàñèÿ ïîêàçàíû íà ðèñóíêå 11. Ðèñóíîê ïîäòâåðæäàåò õîðîøóþ òî÷íîñòü àïïðîêñè-
ìàöèé. Ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèé ñðàâíèìà ñ îøèáêàìè îêðóãëåíèÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè
ïåðåìåííûõ complex < double > .

7 Çàêëþ÷åíèå

Ðàçðàáîòàí ÷èñëåííûé àëãîðèòì FSE ïî ôîðìóëå (35) äëÿ âû÷èñëåíèÿ ãîëîìîðôíîé
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Ðèñ. 11: Ñîãëàñèÿ àïïðîêñèìàöèé FSE è FSL ïî ôîðìóëàì (47) è (48).

òåòðàöèè (ñóïåðýêñïîíåíòû) ïî îñíîâàíèþ e. Ïðåäëîæåí òàêæå àëãîðèòì FSL ïî ôîðìóëå
(46) äëÿ âû÷èñëåíèÿ îáðàòíîé ôóíêöèè. Ïîêà ýòè àëãîðèòìû ñàìûå òî÷íûå è ñàìûå
áûñòðûå. Òàêèå àëãîðèòìû ìîãóò áûòü ïðîòîòèïàìè äëÿ ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè òåòðàöèè
è àðêòåòðàöèè â êîìïèëÿòîðàõ ñëåäóþùåãî ïîêîëåíèÿ.

Áëàãîäàðíîñòü. Ñïàñèáî Ãåíðèêó Òðàïïìàííó ( Henryk Trappmann ) çà ïîìîùü è
êðèòèêó.
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