Reelle analytische Losungen der Gleichung ¢ (¢ (x))=¢"
‘und verwandter Funktionalgleichungen.

Von Hellmuth Kneser in Tiibingen.

- Herrn Constantin Carathéodory
zu seinem siebzigsten Geburtstag am 13. 9. 1943 gewidmet?).

Im Oktober 1941, bei der damaligen Tagung der Deutschen Mathematikerver-
einigung in Jena, wurde die in der Uberschrift angegebene Funktionalgleichung leb-
haft besprochen. Die Aufgabe, sie durch eine ,,verniinftige” Funktion zu lésen, wurde
aus der industriellen Praxis heraus den Mathematikern gestellt. Wihrend es nun ziem-
lich leicht ist, eine stetige?) oder auch mehrmals differenzierbare3), fiir reelle Werte er-
klirte und dort reelle Lésung anzugeben, ja auch eine unbeschrinkt differenzierbare3),
gelingt es nicht ohne weiteres, eine iiberall im Reellen reelle und analytische Losung zu
finden. Dies Ziel erreiche ich hier auf dem folgenden Wege.

Aufgaben, in die wie hier die Aufstufung (Iteration) einer Funktion hineinspielt,
kann man hiufig mit Erfolg behandeln, wenn man geeignete Lisungen der Abelschen
oder der Schroderschen Funktionalgleichung kennt (§ 1). Diese Gleichungen haben den
Vorzug, in der gesuchten Funktion linear zu sein. Die Schrédersche Gleichung a8t
sich nach G.Koenigs?) leicht lésen, wenn man sich auf die Umgebung eines Ruhe-
wertes der gegebenen Funktion beschriankt (§2). Nun hat die Exponentialfunktion lei-
der keinen reellen Ruhewert, wohl aber unendlich viele komplexe (§3). Benutzt man
einen der beiden der reellen Achse nichstgelegenen unter diesen Ruhewerten, so erhilt
man eine Losung der Schréderschen Funktiona,llgleichung, die in der Umgebung des
Ruhewertes analytisch ist und sich bis an die reelle Achse heran analytisch fortsetzen
148t (§ 4). Sie ist aber in den Punkten 0, 1, e, €° . .. singuldr und auf der reellen Achse
nicht reell. Beide Mingel zugleich werden durch eine geeignete konforme Abbildung be-
hoben (§5). Einige Schlullbemerkungen gelten der Behandlung dhnlicher Aufgaben mit
denselben Mitteln und anderen anschlieBenden Fragen. ’

1) Diese Arbeit, deren Veroffentlichung durch duBere Umstinde verzogert wurde, erscheint hier in
leicht, iiberarbeiteter Gestalt.

2) G. H.Bardy, Orders of infinity (Cambridge Tracts in Mathematics No. 12), 2. Aufl. (1924), S. 31,

3) U.T. Bodewadt, Math. Zschr. 49 (1943), 497516

%) Annales sci. de I'icole Normale Supérieure (3) 1 (1884), Supplément, 3—41. s
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§ 1. Die Funktionalgleichungen von Abel und Schrider.
Ist eine Funktion f(x) gegeben und eine Funktion ¢(x) gesucht, die die Gleichung

o(p(2)) = f(2)

etrfiillen soll, deren zweite Aufstufung also mit f(z) tibereinstimmen soll, so mul} die
2n-te Aufstufung von @(x) mit der n-ten von f(x) iibereinstimmen. Beliebige Aufstu-
fungen von f(w) sind leicht zu bilden, wenn man eine in einem geniigend ausgedehnten
Bereich erklirte Losung y (x) der Abelschen Funktionalgleichung

1 : p(f(z) =y (x) + B
— mit festem f — kennt; mehrmalige Anwendung von (1) ergibt némlich
p("(®) =v (@) +np,
"(z) =y~ (p (z) + n ),
wenn f"(z) die n-te Aufstufung von f(x) bedeutet:
fo(x) = =, f*+1 () = (" (2)),

und yp~1(z) die Umkehifunktion von y (z) ist. Da liegt fiir die gesuchte Funktion der
-Ansatz

¢

1
p(x) = v~ (y (2) + 5 F)
nahe, der sich sofort bestéitigt:
1 1
#(e@) = v oy (v @) +5 )| + 3 B}
1 1
='/’_1{(¢ (z) +§ﬁ) +~2‘ﬂ}
=y {y (@) + B}
=y {y ({(@)}
=f(=)-
Dabei ist natiirlich angenommen, dafl die auftretenden Funktionen fiir die in sie ein-
gesetzten Werte erklirt sind und dort die sie kennzeichnenden Elgenschaften haben;

dies wird bei der spidteren Anwendung der Fall sein.
Mit der Abelschen Funktionalgleichung hingt die Schr 6dersche

) * 2(f@) =y x (@)

— mit festem y — eng zusammen: setzt man

1@ =exp[2 (@), pio) =Lz ),

so sind (1) und (2) unmittelbare Folgen Vonemander.

§ 2. Losung der Schriderschen Funktionalgleichung,

Das erste und grundlegende Ergebnis iiber die Losbarkeit der Schréderschen
Gleichung (2) ist der Satz von Koenigs?). Wir stellen seinen Beweis dar, einesteils
weil er kurz ist und zur Bequemlichkeit des Lesers, andernteils weil wir ohne Mehrauf-
wand die von Koenigs gemachte Voraussetzung des analytischen Verhaltens der ge-
gebenen Funktion durch eine geringere ersetzen konnen — wenn auch der Satz in
dieser Arbeit nur auf analytische Funktionen angewandt wird.

Satz 1. Es ses _

1. die Funktion f(z) in einer Umgebung der Stelle x = ¢ erkldirt;

2. sei ¢ ein Ruhewert von f(z), d. h. f(c) =c;
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3. sei f(z) an der Stelle ¢ etwas mehr als differenzierbar, ndmlich
(f(2)—¢)—a(@—0c)| <M |z—cf
mit festem a, M und & > 1;
4. sei der Ruhewert c ein einfacher anziehender, d.h.
0< o] <.
Dann ist, wenn z hinreichend nahe be: ¢ liegt, durch
x(z) = lim [a="(f* (z) —¢]]

eine Losung der Schriderschen Qleichung (2) mit y = a gegeben.

Der Satz und der folgende Beweis gelten sowohl fiir beliebige komplexe Werte
der auftretenden Verianderlichen und Funktionen, wie auch wenn man sie auf reelle Werte
beschrinkt. Im ersten Falle kénnen auch ¢ und a komplex sein; M und & sind natiir-
lich immer reell.

Nach den Voraussetzungen 3. und 4. kénnen wir ¢ gemdll

®) ja| <g <la['”
wihlen; dann gilt nach der dritten Voraussetzung
f=—c¢ —gq fir 2 —>c¢
xr—C
und daher
(4) [f(z) —¢] <qlz—¢

in einer Umgebung von = = ¢, etwa fiir
(5) |z —¢] <r> 0.
Dabei sei r zugleich so klein gewéhlt, daB f(x) im Bereiche (5) iiberall erklirt ist. In der
Folge der Aufstufungen
2 =% @ =[(2), ..., Tpypr =[(Zn)s ...

gilt jetzt die Ungleichung
(6) |y —c] <r¢"
nach (5) fiir n=0. Gilt sie fiir einen Wert n =m, so ist Ly 41 = [ (@) erklirt, und nach -
(4) gilt (6) auch mit » =m + 1 und daher allgemein. Nach Koenigs bilden wir die
Folge der Werte a~" (2, — ¢); von ihren Differenzen gilt nach (3) und der dritten Vor-
aussetzung
[a= " (@1 — ) — @ * (m,— )] = la| 7" [f(=a) —c —a (2, —0)]
O < laf™"~* M |w, — o
Mo gy
<% Gar)
" Damit ist fir die Summe der Differenzen der Folge (a—" (z, — c)) eine feste, wegen (3)
konvergente Majorante hergestellt. Die Folge strebt also gleichméfig einer Grenzfunk-
tion g (x) zu, und von dieser gilt :

2 (f=) = lim (0" By 1—0))

=a lim ("7 (%41 —¢))

=ay (),
wie behauptet war.
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Zusatz. Erfallt die Funktion f(x) die Voraussetzungen von Satz 1 und ist sie tiber-
dies ber * = ¢ analytisch — damit ist die Voraussetzung 2. als Voraussetzung unnitig und
erklirt nur den Wert a =f'(c) —, so ist auch die durch Satz 1 gegebene Funktion y (x)
bei x =c dnalytisch mit dem Ableitungswert 1. '

In der Tat hiangen die Werte a~" (x, — c) analytisch von z ab, wenn |x — ¢ hin-
 reichend klein ist, und haben fiir # = c¢ den Ableitungswert 1. Aus der gleichmiBigen
Konvergenz folgt die Behauptung.

Satz 2. Die durch Salz 1 gegebene Funktion y (x) ist bei x = c¢ differenzierbar mit
dem Ableitungswert 1.

Wir brauchen nur in der Darstellung
2(@) =z—c+ 3 [ (@0 — ) — a7 (2, 0)]
n=

die Reihe mit Hilfe von (7) durch
Mz —c|d ( g )ﬂ

o™ @0y —0) — " (2 — o)l <=

abzuschitzen; so ergibt sich

(@) — (=) < F
(=) M |z —of5-1
28| HEmdE 50 (@),

d.h. die Behauptung.

Satz 3. Ist irgendeine Losung x, (x) der Schriderschen leichung (2) — mit be-
liebigem y — bei x =c differenzierbar mit von Null verschiedenem Ableitungswert, so ist
y =a und

71 (2) =1 (c) 2 ().
Zuniachst ist x; (x) bei x = ¢ stetig; unter n-maliger Anwendung von (2) erhalten
-wir daher

(8) V" 2 (%) = 20 (%a) = 21 (0)-

Da g, (x) wegen der Voraussetzung iiber die Ableitung in einer Umgebung des Punktes
2 =c von Null verschieden ist, auler vielleicht bei = = ¢ selbst, kann y, (z) 3= 0 an-
genommen werden. Daher strebt ¢" fiir » — co einem Grenzwert zu, d.h. es ist y =1
oder |y| <1. Der erste Fall kann nicht eintreten; denn dann wire

1 (@) =10, 7 () =lm =80 _o,

Also ist |y| <1 und g, (c) =0 wegen (8). Weiter ist

X1 (¢) =Llim 2= x‘(x")
n—- 00 Zn
pACT 1G]

= lim (%) @Tp—o

Die von n unabhingigen Faktoren beiderseits sind von Null verschieden; also strebt
(y/a)" einemr von Null verschiedenen Grenzwerte zu. Es ist daher y =a, und damit
ist die letzte Formel in den letzten Teil der Bebauptung verwandels.

8#
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§ 3. Ruhewerte der Exponentialfunktion.

Um die Ergebnisse des vorigen Paragraphen auf f(x) = ¢* anwenden zu kénnen,
suchen wir jetzt die Ruhewerte der Exponentialfunktion auf. Im Reellen sind keine
vorhanden; wir setzen also z = x J ¢ ¥ und haben die Gleichungen S (Y )

. N
efcosy ==, €’siny=1y /

durch reelle  und y zu l6sen. Umkehrung des Vorzeichens von y laft beide Gleichungen
bestehen, die Ruhewerte sind paarweise konjugiert komplex; also diirfen wir uns auf
positive y beschranken. Nach der zweiten Gleichung ist dann auch

9 . » sin y > 0.

Durch Division einerseits Bildung der Quadratsumme andrerseits folgern wir ferner

(10) r=yctgy, y>=e*—al

Durch die erste dieser Gleichungen ist « in jeder Strecke kzx <y<(k+1)m (k=0,1,...)
als eindeutige stetige Funktion, von y festgelegt und zwar als abnehmende Funktion,
wie aus

d sin 2 2
7 v etgy) = —*—lngs’fnzy Y <o

" folgt. Sie durchliuft in der ersten Strecke die Werte von 1 bis —oo, in allen anderen
alle reelle Werte. Die dementsprechenden Kurvenziige sind in Fig. 1 eingetragen, und
zwar die durch (9) ausgeschlossenen gestrichelt

Die zweite Glelchung (10) bestimmt y? als eindeutige stetige Funktion von z, und
zwar als zunehmende; denn bei negati-
vem z nimmt jeder der beiden Summan-

\T den zu, bei positivem z jedes Glied der
; Potenzreihe

i

22 2
i e —at=1+22+a+552%+ -
‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘ Den Wert 1 nimmt sie an bei x =0, den
T _ Wert 0 bei-der einzigen reellen Wurzel
~~~~~~~~~~~ o ~— 0,5671433 der Gleichung e*+ 2 =0.

Danach ist y als stetige Funktion von

bestimmt, die, bei £ = « mit y = 0 be-

ginnend, wachsend alle positiven Werte

durchliuft und bei = =0 den Wert 1

hat. Umgekehrt ist z fiir alle positiven y

Y als stetige Funktion bestimmt, die, bei

Fig. 1. y = 0 mit % = « beginnend, wachsend

alle grofleren Werte durchliuft und bei

y = 1 durch Null geht. Die entsprechende Kurve ist ebenfalls in Fig. 1 zu sehen.
Aus der Betrachtung der Schnitte beider Kurven ergibt sich ohne weiteres

Satz B. In jedem der Halbstreifen
w>0,2kn<y<(2k—|—%)n (k=0,1,...)

hat die Exponentialfunktion genaw eimen Ruhewert; diese und die konjugiert-komplexen
sind die einzigen Ruhewerte. v

»

-
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Der reellen Achse am nichsten liegt der zu k = 0 gehérige Ruhewert (und der
konjugiert komplexe). Ihn bezeichnen wir mit ¢ = a -+ i b; zahlenmabig 1St

a ~ 0,3181315, b =argc ~ 1,3372357 ~ 76° 37" 4", 65, [c| = e* ~ 1,3745570.

Diese Werte wurden folgendermafen gefunden. Da ¢ fiir die Exponentialfunktion wegen lef| = |¢] > 1
ein abstoBender, fiir die Unkehrfunktion In z daher ein anziehender Ruhewert ist, muB bei geeignetem Aus-
gangswert 2, die Folge der Werte z,, 2, = Inx,, z, = In 5, ... gegen ¢
streben. Die Konvergenz — nach Art einer geometrischen Reihe mit
dem Quotienten 1/c — ist aber praktisch unzureichend. Wendet man
aber die regula falsi an, so erhilt man in

2
2 =TT %y
0 2y —2x, 4=,

einen wesentlich verbesserten neuen Ausgangswert. Dies wurde nun ,.

nicht rechnerisch, sondern durch Zeichnung in grofiem Mafstabe durch- OV
gefihrt. Es ist nimlich x] derjenige Punkt der komplexen Zahlen-
ebene, der mit z, und x, einerseits, mit x, und x, andererseits zwei shn-
liche Dreiecke bildet. Daraus ergibt sich die einfache Konstruktion
der Fig. 2 mit vier Loten, zwei Zirkelschligen und einer Streckenhal-
bierung statt der umsténdlichen Multiplikation und Division komplexer
Zahlen. Das Verfahren geht natiirlich bei jeder Gleichung z = f(z) mit
einer analytischen Funktion f(z). Fig. 2,

o

§ 4. Die Losung der Schriderschen Gleichung und ihre analytische F ortsetzung.
Erklaren wir die Funktion Inz in der oberen Halbebene zu ihrem Hauptwert,

s0 ist ¢ ein Ruhewert, und zwar wegen :

dlnz 1

c

Z2=¢

{<1

ein einfacher anziehender. Die Sitze 1 und 2 aus § 2 liefern eine Funktion % (2), die in
einer Umgebung 1l von ¢, etwa fiir

: zg—c|<o>0
analytisch ist, dort eine Entwicklung

K@) =z—0+al—cfi+ -
zuliBt und die Gleichung

(11) x(nz) =cy(z)
erfiillt. Liegt z in einer geeigneten engeren Umgebung 11’ von ¢, so liegt €” in 11, und es
ist

(12) %) =cy(2).
Mit Hilfe von (12) 1aBt sich nun y (z) analytisch fortsetzen in die ganze obere Halbebene
und auf ihren Rand mit Ausnahme der Punkte

=0, =1 e =¢e e=¢,..., epip =¢€" ...
Diesen Bereich:
Imz=0, ze,(n=0,1,...)

nennen wir 9; erkliren wir auf der negativen reellen Halbachse In z mit dem Imaginér -
teil z, so ist In 2 iiberall in § analytisch und bildet § ab auf den durch y <7 ausge-
schiedenen Teilbereich. Diese Abbildung, die jeweils z in z, =Inz iiberfiihrt, 2z, in
23 = In 2z usw., wird durch den Verinderlichenwechsel

C*—_—:

z2—C C _zn——c
= n — —
&—cC Z"—c

\.

3181315 +
3372357 (

fixed
Points
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verwandelt in eine nullpunktstreue konforme Abbildung des Einheitskreises der {-Ebene
auf ein echtes Teilgebiet. Nach dem Schwarzschen Lemma strebt ¢, gegen 0 und da-
her z, gegen ¢, wenn ¢ im Innern des Einheitskreises, d. h. wenn 2 im Inneren der oberen
Halbebene liegt. Liegt aber ein Punkt z von § auf der reellen Achse, ist etwa
e, < 7 <, (dabei gei ey = — 00 gesetzt), so liegt 2. im Inmeren der oberen Halb-
ebene, und es strebt auch in diesem Falle z, gegen ¢.

Die Teilmenge derjenigen Punkte z von 9, fir die z, — und danach auch jedes
2, mit m >n —in Ul liegt, nennen wir @,; dann ist § die Vereinigungsmenge der wach-
senden Folge &, ©,, ... Ist nun schon bewiesen, daB sich die Funktion g (2) in &,
analytisch fortsetzen 1afit und daB (11) auch in &, gilt __und das ist fiir » = 0 der Fall —,
o erkliren wir eine Funktion x; (2) fiir alle Werte 2 aus @, ., durch

(13) 2 (@) =cy(nz).

Das ist moglich, weil fiir jedes z aus @, 4, der Wert In 2 in ®, liegt. Liegt aber z schon
in @,, so zeigt der Vergleich von (11) und (18), daB x; (2) mit ¥ (z) iibereinstimmd. Wir
haben also in ¥, (2) die analytische Fortsetzung der Funktion x (z) in den Bereich @,
vor uns, und diirfen sie wieder mit y (z) bezeichnen; dje Gleichung (13) sagt dann aus,
daB (11) auch in &, gilt. So wird y (2) Schritt fiir Schritt in den M
analytisch fortgesetzt, und tiberall in § gilt (11) und, soweit ¢ auch in § liegt, auch (12).
Wir fassen zusamicen:

Satz 6. Es gibt eine in O analytische Funktion ¥ () mit den Eigenschaften ' (¢} =1
und (11). Sie ist durch diese Eigenschaften vollkommen bestimmt. ,

Wegen y (¢) = 1180t sich die Umkehrfunktion x~* (2) von ¥ (z) in einer Umgebung
des Wertes g (¢) = 0, etwa fir |2] < o> 0 als regulire Funktion erkliren, und sie
erfiillt wegen (12) firr [z| < o/lc| die Gleichung ”

(14) en)=exp (@) = T (z)

Mit Hilfe dieser Gleichung it sie sich aus jedem Kreise [z|<r in den Kreis |z|<<|e|r
analytisch fortsetzen wunter Erhaltung der Giiltigkeit von (14). Sie ist also eine
_ganze Funktion. Daraus folgt, daf die Funktion ¥ (2) in ihrem gesamten Regularitéts-
bereich, insbesondere in § keinen Wert mehrmals annimmt und daB ihre Ableitung
nirgends zu Null wird. Ubrigens ist x* (2), wie (14) zeigt, nicht nur eine Funktion un-
endlicher Ordnung in dem iiblichen Sinne, sondern ibr Anwachsen iibersteigh sogar jede
Funktion der exponentiellen Wachstumsskala, d.h. jede endliche Aufstufung der Ex-
ponentialfunktion.

Als ganze Funktion nimmt 41 (2) in jedem beschrinkten Bereich nur einen be-
schrinkten Bereich von Werten an. Wiichst also |y (2)| iber alle Grenzen, so mufl
es auch |z| tun. Auf die Funktion y (z) iibersetzt besagt das einfach

|y (2)] = oo, wenn 2] — o0,
Wenn nun z sich innerhalb des Bereiches $ einem der Werte ¢, nihert, so geht |In** 2|
und daher auch y (In**!2) ins Unendliche. Wegen - L [
(i 5) = " 1 @) fle)=c X <‘3*‘° 2)
gilt daher ) .

g ()] = o0, Wenn 2z —>& innerhalb §.

Um den Verlauf der Funktion (2) so eingehend beschreiben zu kénnen, wie es
fir uns erwiinscht ist, beschrénken wir uns auf den folgenden Teilbereich von 9, den
wir mit §, bezeichnen: ‘

y=0, z=0 2] <¢, z= 1.
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Er ist also ein Kreisbogendreieck (s. Fig. 3), von dem der Punkt z = 1 abgetrennt ist.
Fiir die Randteile von , fithren wir die folgenden Bezeichnungen ein: es sei
A, die Strecke z=a, 0 <y <b,

9, der Kreisbogen {z| = ¢,
0 <argz<b,

B, die Strecke ¢ <z <1, y =0,
B, die Strecke 1 < z <[, y = 0.

e’

Y]

Ferner bezeichne derselbe Buchstabe mit a O Cl
um Eins erhéhtem bezw. vermindertem Fic. 3.

Zeiger die Punktmenge, die aus der ur- ”

spriinglichen durch Ubergang von z zu ¢ bezw. zu Inz entsteht; dieser Grundsatz ist
bei %, und 2, schon befolgt. SchlieBlich sei 9B, die Vereinigung von %, und B,
d.h. die Strecke e, <z < e,,,. Die drei Bereiche $_,, P, und 9, sind punktfremd
bis auf die $_, und 9, gemeinsame Randstrecke 9, und auf den $, und 9, gemein-
samen Randbogen %;; denn aus den in 9, giiltigen Ungleichungen

l2] <le}, z=a 0=y <b
folgt '
z<lnlc|=ain H,, [ =l], 0 =argz <bin 9.

Und wegen b <%n folgt aus den beiden letzten Ungleichungen
x Z @ in '@1’

worin das Gleichheitszeichen nur fiir z = ¢ gilt.

; Wir bezeichnen jetzt die durch die Funktion x (2) entworfenen Bilder von 9,, %,,
B,, B, und B, der Reihe nach mit &, €,, ®,, D, und D, und fassen das bisher Be-
wiesene zusammen.

Satz 7. Die Funktion y (2) bildet den Bereich 9, (n = —1,0,1) ab auf einen Be-
reich R, der von den vier analytischen Bigen €, €, ., D, und D, 4, berandet wird. €,
und €, bilden im Nullpunkt einen Winkel der Grofe b; die Bigen €, und Dy bilden im
Punkte y (a) einen rechten Winkel, €, und D, im Punkie y (le]). Diese Winkel sind aus-
springende Ecken von &, Die Bigen D! und D, ., erstrecken sich andererseits ins Unend-
liche. Die Strecken B, werden auf die beiderseits ins Unendliche
sich erstreckenden analytischen Bigen D, abgebildet. Bedeutet 1
cines der Zeichen &, €, D, D oder D", so geht W, ous U,
durch die Drehstreckung w — ¢ w hervor.

Die Gestalt der in Satz 7 vorkommenden Bereiche und
Kurven ist — ohne Anspruch auf zahlenmiflige Richtigkeit — Fig. 4.
in Fig. 4 wiedergegeben.

§ 5. Reelle analytische Losung der Abelschen Funktionalgleichung.

Zu einer Losung der Abelschen Funktionalgleichung fiihrt der am Schlufl des
§ 1 angedeutete Ansatz; ihn wollen wir jetzt genauer verfolgen. Da der Bereich
®, + & + &, einfach Zusammenbiingend ist und den Nullpunkt nur als Randpunkt
enthilt, 140t sich in ihm der Logarithmus als eindeutige analytische Funktion festlegen.
Damit ist in H-, + 9o + ;1 mit Ausnahme des Punktes z = ¢ eine eindeutige analy-
tische Funktion

v(2) =Iny ()
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bestimmt, sobald wir von den Zweigen des Logarithmus einen ausgewéhlt haben. Nun
bat §, + Do + H; mit der vom Punkte z = ¢ nach links ausgehenden waagerechten
Halbgeraden nur den Punkt z=c¢ gemein; daher kann in -, + Do + O, unter den
Zweigen von In (z—c) der Hauptwert ausgewihlt werden. Wegen

lim2® —1

z2—¢C
Z—>C

kﬁnnén wir unter den Zweigen von In y (z) durch die Fordeiung

(15) . lim [y (z) —In(z—c)]=0
eiren auswihlen, woiin eben In (z—c) den Hauptwert bedeute.

Die so bestimmte Funktion v (2) geniigt wegen (12) einer Abelschen Funktional-
gleichung

‘ p() =y +Inc

Um zu ermitteln, welcher Wert von In ¢ zutrifft, lassen wir 2 innerhalb $, gegen ¢ gehen.
Die Differenz der Hauptwerte In (¢ —¢)—1In (z—¢) hat den Grenzwert ¢, wie man
Jeicht feststellt; damit ist der Weit In ¢ in der letzten Gleichung zu ¢ festgelegt, und es

gt
(16) p )=y @) +c.

Beriicksichtigen wir jetzt die bekannten Eigenschaften des Logarithmus, besonders die,
keinen Wert zweimal anzunehmen, so kénnen wir die Aussagen von Satz 7 unmittelbar
in solche iiber die Funktion y (z) umsetzen. Zwecks kiirzeren Ausdrucks wollen wir
von allen vorkommenden Punktmengen der z-Ebene den Punkt z =¢ wegnehmen und
doch die bisherigen Bezeichnungen beibehalten. So erbalten wir

Satz 8. Die Funktion v (2) bildet den Bereich 9, (n = —1,0,1) der 2-Ebene ab auf
einen Bereich Q,, der von den vier analytischen Bigen €,, €, .4, ¥ und F, ., berandet
wird. Diese sind der Reihe nach die Bilder von U, A, 1, B, und B, . Die Bogen €,
wnd & sowie €, | und F, | haben je einen Endpunkt gemeinsam und bilden in ihm einen
rechten Winkel, der ausspringende Ecke von &, ist. Die Bigen €, und €, , erstrecken
sich andererseits nach links ins Unendliche, der I magindrteil von z hat auf ihnen den Grenz-

wert ——:—in 4+ nb baw. — %n + (n 4+ 1) b. Die Bogen X, und %;“ erstrecken sich andrer-

seits nuch rechis ins Unendliche. Die Bereiche 8_,, £, und @, sind punkifremd bis auf die
gemeinsamen Randbogen. Die Bigen & und Ty (m = 0,1) bilden zusammen einen ana-
@ lytischen, sich beiderseits nach rechts ins Unendliche
7 erstreckenden Bogen .. Bedeutet B eimes der Zei-
- chen 8, G, %, & oder ', so geht B,, ., aus B, durch
Parallelverschiebung wm die Strecke ¢ hervor (soweit

die Figuren erklirt sind). :

“o Fig. b zeigh — wieder ohme Anspruch auf
zahlenmaBige Richtigkeit — die Gestalt der be-
schriebenen Bereiche und Kurven.

Wir bezeichnen jetzt allgemein mit 8, die aus B,
durch Parallelverschiebung um die Strecke n ¢ ent-
stehende Figur. In der Folge der Bereiche £, haben

Fig. 5. dann zwei Nachbarn &, und &, ., genau den Rand-

bogen &, , , gemeinsam,und zwei Bereiche Qund &, .,

gind punktfremd. Legen wir jetzt im Innern von Q, eine einfache Kurve IR, die von
links aus dem Unendlichen kommt und nach rechts ins Unendliche fithit, so zerlegt sie

2
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die Ebene in zwei Gebiete M und M7 ; dem einen, etwa M, gehort ¢, an, dem anderen
£_,. Ebenso gehort &, und daher M, dem Gebiet M an. Also wird M} durch M, nicht
zerlegt und gehort daher einem der Gebiete MM und My an, und zwar MY, da dieses mit
M Punkte, z. B. die von &, gemeinsam hat. Ebenso liegt ;- , in M} fiir jedes #, und
M in M}, wenn m > n ist. Daraus folgt, daB €, und g, punktfremd sind, wenn m>n+1
ist; denn 8, liegt in M, , ; und &, in M _; und daher in M;}, ;. Also haben in der Folge
der Bereiche &, nur Nachbarn £, und &, , ; gemeinsame Punkte, und zwar jeweils genau
den Bogen @, , ;. Daher hat die Vereinigung & aller Bereiche £, zu Randpunkten genau
die Randpunkte aller Bereiche £, mit Ausnahme der inneren Punkte der Bogen G,
d.h. genau die Gesamtheit der paarweise punktfremden, beiderseits nach rechts ins
Unendliche fithrenden analytischen Boégen . .

Wir bilden jetzt den Bereich € der w-Ebene konform ab auf eine Kreisscheibe &
der v-Ebene. Der Parallelverschiebung um die Strecke ¢, die € in sich verwandelt, ent-
spricht eine konforme Abbildung der Kreisscheibe & auf sich, die keinen Ruhepunkt
im Innern hat. Sie ist daher linear gebrochen, und zwar parabolisch oder hyperbolisch
und hat ihren Ruhepunkt bzw, ihre beiden Ruhepunkte auf dem Rande der Scheibe S.
Wir wollen zuerst zeigen, dafl der hyperbolische Fall nicht in Betracht kommt. Zu dem
Zwecke betrachten wir die Funktion ¢'*". Sie ist beschrinkt links von jeder Graden,
die unter dem Winkel & ansteigt; die Schranke liegt beliebig nahe an Null, wenn die
Grade hinreichend weit links liegt. In die v-Ebene iibertragen liefert die Grade eine
Kurve von Rand zu Rand in der Kreisscheibe &, die durch die hyperbolische Substi-
tution in sich iibergefiihrt wird. Daher wird aus e'*/° eine in & regulire, nicht identisch
verschwindende Funktion, die bei Anniherung an einen der beiden Bogen zwischen
den beiden Ruhepunkten gegen Null strebt. Da es eine solche nicht gibt, muf die Sub-
stitution parabolisch sein.

Wihlen wir jetzt © als die obere Halbebene, so kénnen wir durch geeignete Wahl
der konformen Abbildung den Ruhepunkt ins Unendliche werfen. Ein positiver MaB-
stabsfaktor bleibt dabei noch verfiighar. Die parabolische Substitution wird eine Parallel-
verschiebung lings der reellen Achse. Uber den MaBstabsfaktor verfiigen wir so, da8
die Verschiebungsstiecke gleich 4+ 1 wird. Um iiber das Vorzeichen zu entscheiden,
verbinden wir einen Punkt 4 im Innern von £ mit einem Punkt auf &, und mit dem um
¢ verschobenen Punkt auf &,;, und ziehen von A4 nach links ins Unendliche eine dritte
Linie. Wenn diese drei sich sonst nicht treffen, ist der durch sie — in der hier gewihlten
Reihenfolge — bestimmte Umlaufssinn um A der positive. Dasselbe gilt von ijhren
Bildern in der v-Ebene. Dies sind aber drei Linien von einem inneren Punkt der oberen
Halbebene nach einem Punkt der reellen Achse, nach dem um + 1 verschobenen Punkt
und ins Unendliche, die sich sonst nicht treffen und in der oberen Halbebene verlaufen.
Sie folgen nur dann im positiven Drehsinn aufeinander, wenn die Verschiebung die um
-+ 1 ist. ’

Durch die Zusammensetzung der Funktion w = y (2) mit der konformen Abbil-
dung in die v-Ebene ist, wie wir jetzt zeigen wollen, eine Funktion v = ¥ (z) gegeben,
die lings der ganzen reellen Achse analytisch und reell ist und die Abelsche Funktional-
gleichung erfiillt. Zunichst ist sie laings des auf der reellen Achse gelegenen Randteils
der Bereiche ©-;, , und 9,, d. h. lings der Strecke von In a bis €'’ erklirt und in einem
dieser Strecke anliegenden Streifen in der oberen Halbebene analytisech. Da sie aber diesen
Streifen auf einen einer reellen Strecke anliegenden Streifen der oberen Halbebene der
v-Ebene abbildet, ist ¥ (z) nach dem Schwarzschen Spiegelungsprinzip auch auf der
genannten Strecke selbst regulir. Dem Ubergang von z zu ¢ entsprach bei den Werten
von y (z) = w der Ubergang von w zu w + ¢; nach den oben festgestellten Eigenschaften
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der benutzien Abbi!dung von Q auf die obere Halbebene © entspricht bei den Werten
von v = ¥ (z) dexr Ubergang von v zu v + 1, d. h. es gilt die Abelsche Funktionalglei-
chung

(16) YE)=¥Y@+1

zuniichst, solange z und ¢ der Strecke von In a bis ¢l angehéren. Die Funktionalglei-
chung (17) Liefert aber sofort die analytische Fortsetzung lings der ganzen reellen Achse
nach demseiben Verfahren, das schon in § 4 angewandt wurde. Ist nimlich 0 <« < B
und P (z) far & < z < ¢ als regulire Funktion erklirt und gilt (16) fir &« <<z < B,
so erklaren wir

¥, (z) = P(Inz) + 1 fiir ¢ <z <exp (€f).

Nach (17) stimmt diese Funktion fiir ¢* <z < ¢ mit ¥ (z) iiberein und liefert daher
jhre analytische Fortsetzung bis zum Wert exp (¢°). Ebenso erkldren wir

W, ()= P()—1 fir lna <z <p

(worin natiirlich In 0 = — oo zu setzen ist) und sehen aus (17), daB diese Funktion fir
o < z < B mit der Funktion¥(z) @bereinstimmt und daher ihre analytische Fortsetzung nach
links bis zum Werte In « hefert. So gelingt die analytische Fortsetzung lings der ganzen
reellen Achse. Dasselbe Ergebnis hitten wir natiirlich auch erhalten, wenn wir die Funk-
tionen y (z) und ¥ (z) von vornherein hinsichtlich ihres Verlaufes lings der ganzen re-
ellen Achse untersucht hitten. Die Funktion ¥ (z) bildet ein an die Strecke von Ina
bis ¢/l anstoBendes Gebiet der obexren Halbebene ab auf ein an eine Strecke (der Lénge 3)
anstoBendes Gebiet der oberen Halbebene. Sie hat daher auf der erstgenannten Strecke
eine positive Ableitung. Da die bei jhrer analytischen Fortsetzung eingreifenden Funk-
tionen ebenfalls positive Ableitung haben, gilt daselbe auch von der fortgesetzten Funk-
tion, d. h. von der Funktion ¥ (z) laings der ganzen reellen Achse. Nach rechts hin wichst
sie iiber alle Grenzen, da sie nach (17) zu jedem Wert, den sie annimmt, auch den um 1
groferen annimmt. Nach links hin aber nihert sie sich dem Wert ¥ (0) —1, wie man
erkennt, wenn man in (17) den Grenziibergang z —-— 00 vollzieht. Da bei ¥ (z) noch
eine additive Konstante verfiigbar ist, konnen wir diesen Grenzwert zu Null machen.
Zur besseren Ubersicht fassen wir noch einmal zusammen: :

Satz 9. Die Funktion ¥ (2) ist in dem aus -y, Do und 9, (mit Ausschluf des Punktes
2z = ¢) und aus der ganzen reellen Achse bestehenden Bereich regulir. Auf der reellen Achse
hat sie positive Ableitungen und nimmi wachsend alle positiven Werte an. In H-; und 9,
(ohne Punkt z = c) und auf der reellen Achse erfiillt sie die Abelsche Funktionalgleichung (17).

§ 6. Losung der im Titel genannten Aufgabe. SchluBbemerkungen.

Nach den in Satz 9 zusammengefaBten Ergebnissen iiber Y (z) ist die Umkehr-
funktion ¥-! (z) fiir alle positiven z erklért, dort analytisch und reell mit positiver Ab-
leitung. Daher a8t sich der in § 1 gegebene Ansatz durchfithren: die Funktion

1
& (z) = P-1 [’I’(z) + -2-]

ist lings der ganzen reellen Achse analytisch und reell mit positiver Ableitung und er-

fiillt dort die Funktionalgleichung
(/] (d’ (z)) = ¢’

Damit ist die gestellte Aufgabe geldst.
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Die hier angewandten Mittel lassen sich natiirlich auf manche &hnliche Aufgabe
anwenden. Beispiele will ich nicht aufziihlen; man bedenke nur, dafl von der Exponen-
tialfunktion, die in der Aufgabe auftritt, nur einige wenige Eigenschaften benutzt wurden,
die sie mit mancher anderen Funktion gemeinsam hat. Auch bei diesen Funktionen
werden sich daher in dhnlicher Weise reelle analytische Losungen der Schroderschen
oder Abelschen Funktionalgleichung herstellen und mit ihrer Hilfe Aufstufungsfragen
behandeln lassen. »

Ferner liBt sich die gewonnene Funktion noch genauer untersuchen, und dies
wird notig sein, wenn man sie durch ihre funktionentheoretischen Eigenschaften vor
anderen Losungen derselben Aufgabe auszeichnen oder sie zahlenméfig berechnen will.
In dieser Richtung sei nur ohne Beweis ein Ergebnis angegeben. Die Funktion ¥ (2)
ist ja im Bereiche §, und auf seinem Rande bis auf den Punkt z = ¢ reguldr. Bei diesem
Punkte 148t sie sich aber durch eine Reihe der Form

" 2nmi

Y@ =1lme—c)+ 3 cuulz—0)

0o=m=n

darstellen, die in einem Kreis um z = ¢ gleichméfig und absolut konvergiert, wenn man
die Potenzen durch den Hauptwert von In (z — ¢) erklirt.

Eingegangen 1. November 1948
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